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Forelasningar i Mekanik (FMEA30)
Dell: Statik och partikeldynamik

Lasvecka 2

Forelasning 1: Jamvikt, jamviktsvillkor, statiskt obestamda kraftsystem (3/1-3/3).

Jamvikt: Rorelse och vila hos materiella kroppar beskrivs alltid i forhallande till en referensram.
Alla rorelse ar relativ och maste beskrivas (métas) i forhallande till ndgot som vi betraktar som fixt, t
ex ett system av kroppar vilkas inb6rdes lagen vi bedémer som oférénderliga, t ex golv, viggar och
tak i en lokal, den fasta jordskopan (’terra firma’), en rymdstation, solen eller de si-kallade
fixstjarnorna.

Figur 1.1 Referensramar.

Definition: En materiell kropp sags vara i (mekanisk) jamvikt i forhallande till en given referensram
om den befinner sig i permanent vila, d v s forblir ororlig i forhallande till den givna referensramen.
Det system av yttre krafter och moment som verkar pa kroppen i jamvikt sags halla jamvikt pa
kroppen. En kropp som &r i jamvikt i forhallande till en given referensram sags ocksa vara i jamvikt i
forhallande till varje annan referensram som har likformig translations-hastighet i forhallande till den
primért givna ramen.

Lat O vara en fix (ororlig) punkt i referensramen och i, j, k en i referensramen fix HON-bas. Om P
ar en materiell punkt i kroppen sa beskrivs laget av punkten av lagesvektorn
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o = 6 (0) = 1% () + Y, (©) + K2, () (L1)

dér (X, Yp,Zp) &r punktens koordinater och t betecknar tidvariabeln. Punktens P hastighet Vv,
relativt referensramen, definieras av

Ve =Vp (1) =X (1) + JYp () + KZ, (1) (1.2)

dartex X, = X, (t) betecknar derivatan av koordinaten X, = X, (t) med avseende pé tiden,d v s

Figur 1.2 Hastighet och referensram.

Vid jamvikt (relativt referensramen) galler
Vp(t)=u, VPe® (1.3)
for alla tider t, dar u &r en konstant (tidsoberoende) vektor, tex u=0.

Jamviktsvillkor: Betrakta en kropp B som paverkas av ett system av yttre punkkrafter och
moment

Ty : (Fl’ I\/Il’ Pl)' (F27 MZ’ PZ)""’(Fn’ Mn’ Pn) (14)

L&t F och M, beteckna kraftsystemets kraftsumma och momentsumma, respektive, d v s
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Momentpunkten O antas vara fix, ligga stilla, i férhallande till referensramen. Det finns nu en klass av
referensramar, sa kallade inertialramar, i vilka mekanikens grundekvationer i form av Euler’s
rorelselagar galler (Leonard Euler 1707-1783). Dessa ges av ekvationerna

F :J‘a,,dmP , Mg :jr,,xa,,dmP (1.5)
B B

dar a, betecknar den materiella punktens P acceleration relativt inertialramen, d v s

8, =2, (1) = 1%, (1) + ¥, (1) + K2, () (L6)

Dessa ekvationer antas gélla for alla materiella kroppar (fast kroppar, fluider, gaser) i alla rorelser
relativt en inertialram. De utgdr mekanikens axiom.

Inertialram

M, =er xa,dm,
B

Figur 1.3 Euler’s rorelselagar i en inertialram och Euler sjalv.

Som sagt, en inertialram &r en referensram i vilken Euler’s rorelselagar galler. Detta &r en i grunden
teoretisk konstruktion som har samband med Newton’s forestdlining om det absoluta rummet. |
praktiken har man svart att identifiera inertialramar och man far ofta néja sig med referensramar som
approximativt &r inertialramar. Om approximationen duger kan endast avgdras genom experiment.
For rorelser inom solsystemet, t ex jordens rorelse, brukar man som approximativ inertialram vélja en
referensram som inte roterar i forhallande till *fixstjarnorna’, och i vilken solsystemets masscentrum
ror sig med konstant hastighet. For rorelser hos kroppar i nérheten av jordytan &r det praktiskt att vélja
jorden som referensram. Denna ar dock inte en inertialram, detta pd grund av jordens rotation i
forhallande till den approximativa inertialramen for solsystemet. Detta kan man kompensera med att
infora sa kallade troghetskrafter som beror pa jordens rotationshastighet (ett varv per dygn) och pa
kropparnas rorelse relativt jorden. Dessa ‘krafter’ ar i allmanhet sma i jamforelse med
gravitationskraften och andra krafter som verkar pa kroppen.

Sats: (Nodvandigt jamviktsvillkor) Om en materiell kropp befinner sig i jamvikt i forhallande till en
inertialram sa &r systemet av yttre krafter och moment pa kroppen ett nollsystem, d v s

F=0, M,=0 (1.7)
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Bevis: Jamvikt = v, (t)=u, VP e ®, dar u &r en konstant vektor = a,(t)=U=0. Av detta
foljer, enligt Euler’s rorelselagar,

F=[a,dm, =0, Mg = [r,xa,dm, =0
B B

vilket skulle bevisas. o
Observera att denna sats géller for alla kroppar oavsett konstitution (fasta kroppar, vatskor, gaser). For

stela kroppar har vi dven omvandningen till ovanstaende sats: En stel kropp kan inte séttas i rorelse av
ett system av yttre krafter och moment som utgor ett nollsystem. Om den ar i vila sa forblir den i vila

sé lange F =0 och M, =0. Observera att detta inte galler for alla kroppar, t ex inte for en elastisk

kropp. Om den obelastade fjadern i figur a) nedan befinner sig i vila och darefter belastas med ett
nollsystem bestdende av tva punktkrafter sa forblir inte fjadern i vila. Den kommer att strackas, d v s
partiklarna i fjadern kommer i rérelse.

Mflithe ?MW —

a) b)
Figur 1.4 Elastisk kropp belastad med nollsystem

Jamviktsvillkoren (1.7) bestar av tva vektorekvationer. Detta ar ekvivalent med sex skalara
ekvationer. Med en HON-bas i, j, k galler

F:iFX+ij+ KF,, Mo:iMX+jMo,y+ kMo’Z

och da ar villkoren i (3.7) &r da ekvivalenta med ekvationssystemet

F.=0 M, =0
F,=0 och {M, =0 (1.8)
F,=0 M, =0

Vi noterar ocksa att jamviktsvillkoret (1.7) medfor att M, =0, VA, d v s om kraftsumman &r noll

och momentsumma &r noll, med avseende pa nagon momentpunkt (t ex O), sa & momentsumman noll
med avseende pa alla andra punkter ocksa. Detta foljer av (1.7) och sambandformeln fér moment

M, =M, +ry, x F (1.9)

Statiskt bestamda och statiskt obestamda kraftsystem: | tredimensionella problem har vi tillgang
till sex skaléra jamviktsekvationer. Detta innebér att vi hogst kan ha sex obekanta kraft- och
moment-komponenter for en erhalla en entydig l6sning. Om en entydig I6sning existerar séger vi att
jamviktsproblemet &r statiskt bestdmt. Om antalet obekanta &r storre &n sex sager vi att
jamviktsproblemet &r statiskt obestamt (underbestamt ekvationssystem). For plana (tvadimensionella
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problem) har vi tillgang till tre skaldra ekvationer vilket kraver hogst tre obekanta kraft- och moment-
komponenter for en entydig I6sning.

Exempel 1.1: Statiskt bestamt system: Planka pa tva stod. En homogen planka med massan m och
langden L vilar mot tva stod enligt nedanstaende figur. Bestam stodreaktionerna, d v s krafterna fran
stoden pa plankan!
lg
m, L

AN JAN

Figur 1.5 Planka pa tva stod.

Frilagg plankan, d v s ta bort stéden och infor stodreaktioner i form av normalkrafts-komponenter:
N, och N, samt tyngdkraften p& plankan Mg, som angriper i plankans masscentrum (mittpunkt) C.
Se figuren nedan! Systemet av yttre krafter pa plankan ges av

F': (jNa A) (J(=mg),C), (jNg,B) (1.10)

Antalet obekanta kraftkomponenter &r har tva, namligen N, och N .

L J
A 2 C B ‘
| 1 |
i
iN, INg

j(=mg)

Figur 1.6 Frilagd planka.

Jamvikt medfor att F” ar ett nollsystem:

(ﬁ:NA—mg+NB:O,1; —NN§+NB%=0 (1.11)

Vi kraver dessutom att (tillaggsvillkor)

N,>0, N, >0 (1.12)

Vad innebdr dessa villkor fysikaliskt?

Observera att jamviktsvillkoret for kraftsumman i i -led ar trivialt uppfyllt, eftersom

(—):0=0
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Ekvationssystemet (1.11) har den entydiga losningen N, =N, = % > 0. Kraftsystemet (1.10) ar

alltsa statiskt bestamt. Observera att villkoren i (1.12) ar uppfyllda.

Exempel 1.2: Statiskt obestamt system: Planka pa tre stod. En homogen planka med massan m och

langden L vilar mot tre stod enligt nedanstaende figur. Det tredje stodet placeras mitt under plankan.
Bestam stodreaktionerna!
lg

A JAN JAN

Figur 1.7 Planka pa tre stod.

Frilagg plankan d v s ta bort stéden och infor stodreaktioner i form av normalkrafts-komponenter:
N,, N och N, samt tyngdkraften pa plankan Mg . Systemet av yttre krafter pa plankan ges av

F”: (JNAA), (I(=mg),C), (jNg,B), (iN¢.C) (1.13)

Antalet obekanta kraftkomponenter ar hér tre, namligen N,, Ng och N.

j(=mg)

i
yC

B
|
Yy _ i
jNA JNC JNB

N

— >

Figur 1.8 Frilagd planka.

Jamvikt medfor (se figur)

M): N,+N.—mg+N, =0,"C: —NA§+NB%:O (1.14)

Vi kraver dessutom att

N,>0, N;>0, N. >0

Ekvationssystemet (1.14) medfor att

N, = Ng
N. =mg —2N,
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Ldsningen ar saledes inte entydig eftersom vi kan vélja N godtyckligt i intervallet 0 < N, < %

Vi kan som losning hatex N, =mg, N, =N, =0, d vs plankan balanserar pa mittenstodet utan
mekanisk kontakt med de bada andra. Kraftsystemet (1.13) &r alltsa statiskt obestamt.

Sammanfattning (Jamvikt)

En kropp B paverkas av ett system av yttre krafter . Da galler Euler’s
rorelselagar

F :IanmP . M, =J'rpxapdmp
B B

Jamvikt medfor (a, =0, VP e B)

F=0, M,=0
vilket ar ekvivalent med
Fx = O MO,X =0
F,=0 och My, =0
F,=0 MO’Z =0

och innebar att ¥ utgor ett nollsystem.

Viktiga speciella kraftsystem (som t ex ar flitigt forekommande i 6vningsuppgifter i denna kurs) ar
ett nollsystem bestaende av tva eller tre punktkrafter. Givet ett kraftsystem bestaende av tva
punktkrafter

F: (FL.R), (R F)
som ar ett nollsystem. Da galler for kraftsumman och momentsumman
F=F+F =0, Mg=r, xF +r, xF, =0
Av detta foljer att
F, =—F, och (rF,1 - rpz)x F,=0=r,IlF

d v s vi har den situation som visas i figuren nedan
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Figur 1.9 Nollsystem bestaende av tva punktkrafter.
Givet ett kraftsystem bestaende av tre punktkrafter
T : (Fl’ Pl)l (FZ’ PZ)’ (F3’ P3)
Antag att F ar ett nollsystem. Da galler att
F=F+F+F =0, My =1, xF +r, xF, +1, xF; =0
Av detta foljer att
—F,=F +F,, 1, x(-F)=r, xF +r, xF,
och darmed kan vi sluta oss till att tvakraftsystemet
F': (FLR), (FR)

har kraftresultanten (—F;, P,). Av detta foljer att

Sats: For ett nollsystem bestdende av tre punktkrafter galler att krafternas verkningslinjer ligger i ett
gemensamt plan, antingen skar de varandra i en punkt eller ocksa &r de parallella.

Figur 1.10 Nollsystem bestaende av tre punktkrafter.

8
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Frilaggning: Nar man analyserar en mekanisk kropp (mekaniskt system) B ©Onskar man, med
utgangspunkt fran givna forutsattningar, besvara ett antal fragestallningar som kan handla om
systemets jamviktstillstand, systemets rorelse, krafter mellan kroppar i systemet eller krafter mellan
kroppar i systemet och dess omgivning. Analysen kraver ett metodisk forfarande som vésentligen
innehaller foljande steg:

(i)

(ii)

(iii)
(iv)

(v)

(vi)
(vii)

(viii)

Valj, med hansyn till aktuell fragestdlining, ut en delkropp (part) @B, i den aktuella
kroppen 3.
Frilagg den valda delkroppen @, d v s rita en s& kallad frikroppsfigur (free body

diagram) éver denna. Detta innebdr att
- man ritar en geometriskt representativ bild av den valda kroppen dar alla omgivande
kroppar har tagits bort.

- man infor de yttre kénda, anbringade krafterna (applied forces) som verkar pa 3, t
ex tyngdkraften.
- man infér reaktionskrafter (kontaktkrafter, reactions) som verkar pd @, fran de

borttagna omgivande kropparna. Dessa krafter &r i allménhet oké&nda. Sté&ll upp
eventuella restriktioner pa kontaktkrafterna som ges av kontaktens natur, t ex for
normalkraft och friktionskraft.

Stall upp jamviktsekvationerna (1.7) for 3, .
L6s jamviktsekvationerna for @, (om det ar mgjligt), d v s bestam de obekanta

storheterna.
Om antalet obekanta ar for stort, d v s om vi har fler obekanta an antalet ekvationer,

tvingas man frilagga ytterligare en delkropp ®,, som bor valjas sa att ar i mekanisk
kontakt med @, .

Genomfor stegen (i)-(iv) for delkropp 3, .

LOs det ekvationssystem som ges av jamviktsekvationerna for @, och @,, (om det ar
mojligt).

Om antalet obekanta dr for stort, d v s om vi har fler obekanta &n antalet ekvationer
tvingas man frilagga ytterligare en kropp i det mekaniska systemet, @, , och s vidare!

Det ar viktigt att i varje steg kontrollera antalet obekanta och antalet ekvationer.

Denna procedur upprepas och leder férhoppningsvis till ett ekvationssystem som ger en entydig
16sning. | de fall dar det inte fungerar har man att géra med statiskt obestdmda kraftsystem. Det &r
da nodvandigt att infora antaganden om hur kropparna deformeras under belastning for att man
skall kunna hitta en lésning. Detta behandlas t ex i kurserna i Kontinuumsmekanik och
Hallfasthetslara.

Figur 1.11 Struktur i jamvikt.

9
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Exempel 1.3: Betrakta en kropp B som bestér av fyra delkroppar B,, B,, B, och B, . Delkroppen
@B, paverkas av en yttre, anbringad kraft (G,P,). Delkropparna &r i kontakt och delkroppen @3,
stoder mot ett fixt fundament B, och delkropp 3, &r kopplad till @B, via en axel genom punkten A.

Frilagg delkropparna och stall upp jamviktsvillkor for delkropp @, .

G

B

0

Figur 1.12 Kropp (mekaniskt system)

Frilagg delkropp 3,, d v s rita en figur éver B, dar dvriga kroppar har tagits bort och kontaktkrafter
mellan B, och B, , och mellan B, och B, inforts enligt figuren nedan.

Figur 1.13 Frilagd delkropp.

Det system av yttre krafter som verkar pa kroppen @,
F'(B): (G,R), (K,,R), (Ky,PR), (mg,PR,) (1.15)
Jamviktsvillkor for kroppen @, :

F=G+K,+K,+mg=0, Mg =r, xG+r, xK;, +1, xK;,+r, xmg=0 (1.16)

10
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dér t ex vektorn K, representerar reaktionen fran delkropp @, pa delkropp B,. Om vi frilagger
ovriga delkroppar sa erhalles frikroppsfigurer enligt nedan

Figur 1.14 Frilagda delkroppar.

Det géller att

Ky ==Ky, Ky ==Ky, Ky ==Ky, Ky ==Ky, (1.17)

som ett uttryck for lagen om verkan och motverkan (”Newton’s tredje lag”).

Vi skall nu demonstrera metoden med frildggning pd nagra problem dar kraftsystemet &r
tvadimensionellt (plant). Vi kommer senare att studera tredimensionella problem.

Plana jamviktsproblem: For ett plant kraftsystem, parallellt med i - j -planet, géller per definition
att F, =0, My, =M, =0 och jamviktsvillkoret reduceras darmed till tre skaldra ekvationer

F,=0,F,=0, My, =0 (1.18)

Alternativt, for att plant kraftsystem, kan vi anvénda de med (1.18) ekvivalenta villkoren

F,=0,M,,=0,M,,=0 (1.19)

dédr A och B &r (godtyckliga punkter) for vilka r,; x F # 0, eller

M,,=0, M, =0, M., =0 (1.20)

11
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dar punkterna A, B och C ej ligger pd samma réata linje. Detta foljer av sambandsformeln (1.9) dar
M,=kM,,, Mg =KMg,, o, =iX, + jY,, log =X + jYg 0ch F =iF, + jF . Detta ger

M, =Mg, +X,F =Y F Mg, =M, + X F, =y F, (1.22)
Implikationen (1.18) = (1.19) ar uppenbar. Antag nu att (1.19) géller, da féljer av (1.21)
0=M,,+X,F,, 0=Mg, +x,F, = (Xg —xA)Fy =0

Men hér galler att x; — X, =0 eftersom motsatsen skulle innebéra attr,, x F = (x; —X,)F, —

(Y = Ya)F, =0. Slutsatsen blir d att F, =0 och ddrmed M, =0. Att (1.18) medfor (1.20) &r
uppenbart. Omvandningen foljer om man betraktar ekvationssystemet

0=Mg, +X,F -y F F =0
0=Mgy, +xF —ygF < {F =0 (1.22)
0=M,,+X%XF, -y F My, =0

eftersom systemdeterminanten

1 XA _yA
1 Xg  —Yg|= _(XCAyCB — Xcs yCA) #0 (1-23)
1 Xc _yc

Vi har namligen antagit att punkterna A, B och C ej ligger pa samma rata linje vilket innebar att
Fea X Teg = K(XcaYes — Xca Yea) # 0.

Exempel 1.4 Determine the reactions at A and E if P =500N . What is the maximum value which
P may have for static equilibrium? Neglect the weight of the structure compared with applied loads.

4000 N

Figur 1.15 Exempel 1.4
Losning: Frildgg strukturen. Knutpunkterna A och B ar forsedda med friktionsfria leder och déarmed

momentfria vilket innebér att reaktionen i dessa punkter ges av krafter. Vi infor reaktions-
kraftkomponenterna A, A, E,, E, med referensriktningar enligt figuren nedan.

12
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A 4000 W

Ey - 4m - 4m i

Figur 1.16 Losning 3/20

Av Figur 1.15 framgar att E, =0 ("stodet vilar pa rullar”) och att E, >0 . Jamvikt medfér

(): A, +E, —4000sin30°=0, (1): A +P—3000c0s30°=0 (1.24)
“A>3.E, +8-P—4-4000C0s30° =0 (1.25)

Detta ger
g, = 24000€0s30°=8-P " _ 4000sin30°—E,, A =4000c0s30°—P  (L26)

' 3
Med P =500N erhélles E, =3285N, A, =4000sin30°—E, =-1285N, A =2964N

Kravet E, >0 medfor, enligt (1.26),, att

< 4.4000 cos 30°

4.4000c0s30°-8-P>0< P =1732N

Forelasning 2: Jamvikt for plana och tredimensionella problem (3/3-3/4).

Exempel 2.1 Determine the force P required to begin rolling the uniform cylinder of mass m over
the obstruction of height h.

M

Figur 2.1 Exempel 2.1.
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Losning: Frildgg cylindern! Infor den anbringade kraften P i punkten A. Infor tyngdkraften mg
angripande i punkten C pa cylinderns symmetriaxel. Infor reaktionskrafter N, f fran den horisontella
ytan i punkten B och N, V fran hérnet i punkten D.

Figur 2.2 Losning 2.1.

Jamvikt medfor:

(»): P-H-f=0,(T): N-mg+V =0

@.1)
“D : —(r—h)P+(mg—N)d—fh=0

dar d =4/r? —(r— h)2 . Obekanta reaktionskrafter: N, f,H,V , d v s fyra till antalet. Vi har, enligt

(2.1), bara tre ekvationer och problemet ar saledes statiskt obestamt. Nu géllde problemet att
bestdmma det P som krdvs for att cylindern skall borja rulla 6ver kanten. | det l&get upphor
kontakten i punkten B och vi kan sitta N = f=0. Da galler, enligt (2.1)s,

(r—h)P+mgd =0— p— M99 _MIyr’—(r—h)"
r— r—h

h

vilket ar den efterfragade kraften. Vi kan nu dven berakna reaktionen i punkten D. Av (2.1),, foljer

[2_ _h)2
P—H=O,—mg+V:0:>H:P=mg r-(r=h) , V.=mg

r-h

Exempel 2.2 En kran bestar av en arm AD med massan 200 kg som ar infast i en plattform. Armen &r
friktionsfritt lagrad i plattformen med en horisontell axel genom A. Armens mass-centrum G befinner
sig i det aktuella laget pa det (horisontella) avstandet 2.0m frdn armens infastning i A.
Hydraulcylindern BC paverkar armen med en kraft som &r riktad langs BC. Kranen lyfter en lada med
massan 800kg . Bestam, vid jamvikt i det aktuella laget, se figur nedan

a) Cylinderkraftens belopp
14
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b) Reaktionskraften, R =iH + jV , fran plattformen pa armen i A.

Tyngdaccelerationen g =9.81 ms . Behandla problemet som ett plant problem!

Plattform

}‘7 Tm— —

Figur 2.3 Exempel 2.2.

Losning: Frilagg den kropp som bestar av kranarmen AD, lyftkrok och lada! Infor tyngdkrafterna
m,g och m g dar m, =200 kg &r armens massa och m, =800 kg &r ladans massa. Infér kraften

fran cylindern, F., F. :|FC|, och reaktionskraften R=iH + jV fran plattformen. Systemet av
yttre krafter pa den frilagda kroppen ges da av

F': (RA), (M,9,G), (F:,C), (mg,E)

1.2 mp—

-7m-—

Figur 2.4 Frilagd kranarm.

Jamvikt medfor:

(M:V-mg+F.sina-mg=0, (=): H+F.cosa=0
2.2)

15
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YA -2-m,g-14-F.cosa+3-F.sina-7-mg=0

Geometrin ger att F, Sina = 2F, cos« . Detta insatt i (2.2); ger ekvationen

2- 7-
-2-m,g+4.6-F.cosa-7-mg=0=F, COSa:%g _

2:20047-800 g 61 _ 15 gk

och darmed F. sina =25.6kN . Detta ger cylinderkraftens belopp

F =/(12.8)% +(25.6)2kN = 28.6kN

Av (2.2), foljer att

V =(m, +m)g—F.sina =1000-9.81N —25.6kN =-15.8kN , H =-F. cosa =-12.8kN
och saledes R =i(—12.8kN) + j(-15.8kN).
Svar: a) F. =28.6kN, b) R=1i(-12.8kN)+ j(-15.8kN).
Tredimensionella jamviktsproblem: Jamviktsvillkoren ges av (1.7)
F=0, M,=0
Detta ar ekvivalent med villkoren
M,=0, M;=0, M. =0 (2.3)

under forutsattning att r,, xr,. #0, d v s att punkterna A, B och C ej ligger pa en rat linje.
Forflyttningssatsen for moment ger ndmligen

M,=Mg+r,xF, Mg=Mg+r;xF, M. =Mg+r1,xF (2.4)
och darmed ar det klart att (1.7) medfor (2.3). Omvant, om (2.3) galler sa foljer av (2.4) att
rgxF=rxF=0=F=0

eftersom r,; xr,. #0.Av (2.4) foljerdd att M, =0.

16
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Problem 3/77 A uniform steel ring 600mm in diameter has a mass of 50kg and is lifted by the three

cables, each 500mm long, attached at points A, B and C as shown. Compute the tension in each
cable.

Figur 2.5 Problem 3/77.

Losning: Frilagg ringen. Infér spannkrafterna i linorna (S,, A), (S,,B), (S,,C) samt tyngdkraften
(mg,G) angripande i ringens masscentrum G. Dessa utgor det system av yttre krafter som verkar pa
ringen. Jamvikt medfor:

S;+S,+S,+mg=0 (2.5)

Figur 2.6 Ldsning 3/77.

Ne

Av figuren framgar att r,, =i0.3+kh, r,; = j0.3+kh, r =i (—0.373)+ j(—?)+ kh dar

h=+/0.5°-0.3* =0.4. Vi kan skriva S, =n,.S,, S, =ny.S,, S, =N.,S;, dar vi har tillaggs-

villkoren §,,S,,S, 20, och

17
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no =0 ~1034KN 556,408, ny = feo ~JO3HKN 56,408,
ol 05 o] 05
03 %3
N =9 = 2 2 =i(-0.3v3)+ j(-0.3) + k0.8
ool 0.5

Av (2.5) foljer da att
(10.6 +k0.8)S, +(j0.6 +k0.8)S, +(i (-0.3v3) + j(-0.3) + k0.8)S, + k(-mg) =

i(0.6S, —0.3v/3S,) + j (0.6S, —0.3S,) +K(0.8(S, +S, +S,) ~mg) =0

vilket ar ekvivalent med ekvationssystemet

S, =\/§—m?/_=224|\|
0.6S,-0.34/3S, =0 08(3+v3)
mg
0.6S,-0.35, =0 oS, =—9 __ _1296N
0.8(S,+S,+S,)~mg =0 0.8(3+3)
mg
S, =—19 ____ 259N
*0.4(3+4/3)

Exempel 2.3: (Tentamen 110112, Uppgift 2) Den horisontella bommen OA &r upphéngd i linor AB
och CD och stdder i O, via en glatt fix kulled, mot en vertikal vagg. Bommen belastas enligt figuren,

med en vertikal kraft F pa avstandet a (0 <a<6m) frdn O. Bestam, vid jamvikt, spannkrafterna i
linorna AB och CD som funktion av F och a. Férsumma linornas massa samt bommens och
krokens egentyngd.

Figur 2.7 Exempel 2.3.

18
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Losning: Friligg bommen OA! Snitta linorna och infér spannkrafterna S,; och S.,. Frildgg

bommen fran vaggen och infor reaktionskraften R fran vaggen pa bommen. Observera att vektorn
R ar godtyckligt inritad i Figur 3.24 da den i detta lage ar okand. Belastningen pa kroken ges av
kraften k(—F). Systemet av yttre krafter pa bommen ges da av

F': (Spe A (Sep,C), (R,0), (k(=F),E)

| W T‘E cD
k(-F) E:

Figur 2.8 Frilagd bom.

Jamvikt medfor
F=S,,+S; +R+k(-F)=0, My =r,xS,; +1. xS + I xk(-F)=0 (2.6)
Spénnkrafterna ges av
Spe = Mg Sae+ Sco = Nep Sep
dar n,; och n.y &r riktningsvektorer for spannkrafterna. Av geometrin framgar att

_ e _ (-6,-2,3) :1(—6,—2,3)

n. = =
el JB) (2232 7

T (340 1 4,

Nn.. = =
@ reo] J(3)2+4240% 5

dar vi uttryckt lagesvektorerna r,; och ., i komponentform, i basen (i j k). Vidare galler att

r,=1i6, r. =i3, r =ia+k(-e) (m)

Detta, tillsammans med (2.6),, ger villkoret

19



Mekanik, Del 1, Statik- och Partikeldynamik
2015, Utgava 2

ryxS,g +1cxSep +Ie xk(-F)=| 6 0 0 |+ 3 0 O+
—6 —2 3 -3 4

TSAB TSAB ?SAB _SCD ESCD 0

i j Kk .
a 0 -e :(_6)(j7SAB_k(
0 0 -F

2

4 .
=7 S)) + (F3)(K(Z Seo)) + (-8)J(=F) =

18
~=2s, +aF =0
I8, +aF) k(28,0 + 225 ) =0 ] T
7 7 5 12 12
_TSAB+?SCD =0

Detta ekvationssystem har l6sningen

7aF SaF
TR AT

Detta ger losningen pa problemet. Observera att vi inte har anvant ekvation (2.6);! Denna ekvation
kan anvandas for att berakna reaktionskraften R . Av (2.6); féljer namligen att

R:kF—SAB—SCD:kF—nABSAB—nCDSCD:(O,O,F)—é(—G,—Z,B)%—
1 5aF 1 1 1 .aF . aF aF
—(-3,4,0)—=(=,——=,—DaF =i —+j(-—— )+ k(—
5( )18 (296) 21(9)(6)
7aF 5aF
Svar: SAB :F, SCD :F.
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Sammanfattning (Frilaggning)

« Vilken ar fragestéllningen?

« Frilagg en for fragestallningen lamplig delkropp och rita en frikroppsfigur.
o Beskriv det system av yttre krafter och moment som verkar pa delkroppen.
o Stall upp jamviktsvillkoren.

« Kontrollera antalet ekvationer och antalet obekanta.

e L0s ekvationssystemet, om mojligt.

« Om antalet obekanta ar fler &n antalet ekvationer tvingas man frilagga
ytterligare en delkropp.

« Valj en ny delkropp. Detta bor vara en kropp som star i mekanisk kontakt
med den forra.

« Genomfor ovanstdende punkter for denna delkropp.
« Om nu antalet obekanta och antalet ekvationer dverensstammer kan
ekvationssystemet ha en entydig l1osning. Om inte sa fortsatter man

proceduren enligt ovan!

Observera att man under ovanstaende process kan komma fram till att de kraftsystem
som upptrader ar statiskt obestamda. Problemet har da ingen entydig l6sning!
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Forelasning 3: Strukturer; fackverk och ramar (4/1-4/6).

Ett fackverk (a truss) ar en mekanisk struktur som bestar av stela, raka och latta stanger som forenas i
sina &ndpunkter med friktionsfria (glatta) leder. Fackverket bildar ett sorts skelett som kan ta upp
stora laster och pa grund av sin utformning kan detta ske med forhallandevis latta konstruktioner.

Figur 3.1 Fackverksstrukturer.

Fackverk byggs upp av féljande element

(i) Raka stangelement som karakteriseras av sin langd. Man forsummar stangelementets
massa.

(i) Knutpunkter, som betraktas som punktformiga.
(iii) 1 knutpunkterna kopplas stangelementen ihop via glatta leder.
Belastningen pa ett fackverk ges av ett system av yttre krafter bestaende av

(iv) Punktkrafter som angriper i fackverkets knutpunkter. Inga yttre krafter verkar pa stang-
elementen.

2P

Ej tillaten kraft

AN B A8

L L N

Figur 3.2 Fackverk.
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Vi analys av fackverk beraknar man de krafter som verkar pa stangelementen. Dessa krafter bildar ett
underlag for dimensionering av stangelementen, d v s val av material och val av tvarsnittsgeometri.
Krafterna i stangerna skall, med viss sakerhetsmarginal, understiga vissa kritiska varden for att
undvika att fackverket kollapsar pa grund av t ex knackning. Mer om detta i kursen i Hallfasthetslara.
Krafterna i varje stang maste da beraknas, vilket for stora och komplicerade fackverk kan bli ganska
omfattande. Rékne-processen kan dock l&tt anpassas for att kunna l6sas med hjalp av dator.

Exempel 3.1 Ett fackverk bestar av sju likadana stanger (stdngelement) vardera med langden L.
Fackverket stoder mot ett fundament enligt nedanstidende figur. Fackverket belastas med

punktkrafterna (e, (—2P), D) och (e, (—P), E) . Bestdm krafterna i stdngerna AB, AE och EB.
)

VAVAN

L

2P

Figur 3.3 Fackverk.

Losning: Vi borjar med att frildgga hela fackverket for att berdkna stddreaktionerna. Infor
stodreaktionerna H,, V, och V. enligt figur nedan. Observera att H. =0 da upplaget vid C &r

glatt (illustrerat i figuren med de sma rullarna).

2P

Figur 3.4 Frilagt fackverk.

Jamvikt medfor
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(=): H,=0, (N: V,—P-2P+V, =0

“A —P%—ZP%+VCZL=O

Detta ekvationssystem ger stddreaktionerna
H,=0,V,=—P,V.=—P

Frilagg en av stangerna, t ex stdng AE. Pa denna verkar ett system av yttre krafter som bestar av tva
punktkrafter angripande i stingens andpunkter: (S,z,A), (Sgs, E). Observera att vi forsummar
tyngdkraften pa stdngen! Detta ar en god approximation eftersom stangkraften i allmanhet &r
vasentligt storre &n tyngdkraften, d v's |S,c|>|mg| dar m ar massan hos stangen AE. Vid jamvikt

maste (S,z,A), (Sga, E) utgdra ett nollsystem. For ett nollsystem bestdende av tvd punktkrafter

géller, enligt vad vi tidigare konstaterat (se Figur 1.9), att punktkrafterna har samma verkningslinje
och

Sea=—Sxe (3.2)

Vi har séledes en situation som beskrivs i nedanstaende figur. Observera att om vi inte kan forsumma
tyngkraften sa blir problemet vasentligt mera komplicerat. Stangkrafterna kan nu inte langre vara
parallella med stangen. Se Figur 3.4 c) nedan!

- . r - I o o o -
Om vi introducerar enhetsvektorn n,. = f riktad langs stangen, kan stangkraften da skriva

SAE =Npe (_SAE)’ SEA = nEA(_SEA) (3.2)

Figur 3.5 Stangelement i jamvikt.
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Stangkraften sags vara tryckande om S,. <0 och dragande om S,. >0. Av (3.1) och (3.2) foljer
att

nEA(_SEA) =Ny (_SAE) = nEA(_SAE) = SEA = SAE (3.3)

Frilagg nu knutpunkten A. De krafter som verkar pd knutpunkten &r (—S,z, A) =(NySxs, A),
(=S, A)=(neS,e, A). Rita in kraftkomponenterna S,; och S,. i frikroppsdiagrammet.
Forutom dessa krafter verkar stodreaktionen V, pa knutpunkten. Se nedanstaende figur.

Figur 3.6 Frilagd knutpunkt A.

Jamvikt medfor

(—): Sps +S,:€0860°=0, (T): V,+S,.5in60°=0 (3.4)

. 5 . I .
Observera att momentekvationen ar uppfylld. Med VA:ZP erhalles, som losning till

ekvationssystemet (3.4),

5 5
S :—P,S :——P
AB 4\/5 AE 2\/§

Saledes, om P >0, sa ar kraften i stdngen AB dragande och kraften i AE tryckande. Frilagg nu
knutpunkten E. Vi satter nu ut referensriktningar for stangkrafterna. Observera att kraftkomponenten

S, 1 Figur 3.7 maste vara motriktad kraftkomponenten S, i Figur 3.6 enligt lagen om verkan och
motverkan. De bada 6vriga komponenternas riktningar (S, och S.;) kan véljas godtyckligt, se

nedanstdende figur. Med dessa referensriktningar betyder t ex S , >0 tryckande och S.; <0
dragande.

Figur 3.7 Frilagd knutpunkt E.
Jamvikt medfor:
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(—): —S,esin30°—S,,sin30°-S., =0, (—): S, c0s30°+S,cos30°~P =0

5

23

Detta ger, med S,. =— P,

1 l 5
Seg =——P., Sgp =

4 4[2

Saledes, om P >0, sa ar kraften i stingen EB dragande och kraften i ED tryckande.

)P

Den metod for berdkning av stangkrafterna som utnyttjats ovan brukar kallas knutpunktsmetoden da
metoden innebar att man frilagger knutpunkterna. Man kan berdkna samtliga stangkrafter i ett
fackverk genom att systematiskt stalla upp jamviktsvillkor for samtliga knutpunkter. Om fackverket &r
stort med manga knutpunkter resulterar detta i ett ekvationssystem med manga ekvationer och
obekanta.

Vi skall nu demonstrera en annan metod som ibland kan vara att foredra. Den kan, for vissa problem,
snabbt leda till en I16sning. Denna metod kallas snittmetoden.

Exempel 3.2: (Tenta 050824, Uppgift 2). Ett fackverk belastas enligt nedanstaende figur. bestam
krafterna i stangerna CD, GD och GH. Stangerna egentyngd kan férsummas.

F G
760 kN ¥S8OKN V20 kN
}—4m—----—- 4m-—==—4m-==4m -

Figur 3.8 Belastat fackverk.

Losning: Vi borjar med att friligga hela fackverket. Infor stodreaktionerna H,, V, och V..

Observera att H. =0 d upplaget vid E ar glatt (férsett med rullar).

760 kN V80kN V20kN

}»4m—----—- 4m-—==—4m-——=——4m-—

Figur 3.9 Frilagt fackverk.
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Jamvikt medfor

(—): H,=0, (T): v,-60-80-20+V, =0
(3.5)

“A) —60-4-80-8-20-12+V_16 =0

Detta ekvationssystem ger stddreaktionerna: H, =0, V, =90kN , V. =70kN . Vi frilagger nu

hoger del av fackverket genom att snitta stangerna CD, GD och GH, d v s just de stdnger vars
stngkrafter efterfragas. Infér stangkrafterna S.,, Sg, och Sg, .

Figur 3.10 Frilagd hoger del av fackverket.

Jamvikt medfor

(=) Sey +Sap €0845°+ S, =0, (T): —20+V, +Sg, sin45°=0
(3.6)

DS, 4+V 4=0

dar Vg =70kN . Detta ekvationssystem ger stodreaktionerna

Sep =—70.7kN , Sy, =—70kN , S, =120kN

Av detta framgar att krafterna i stingerna GD och GH éar dragande och att kraften i CD é&r tryckande.

Sammanfattning fackverk

Ett fackverk bestar av raka, latta stdngelement som kopplas samman i sina
andpunkter via friktionsfria leder (knutpunkter). Fackverket belastas med yttre
krafter som angriper i knutpunkterna. Ett fackverk kan analyseras med

i a) Knutpunktsmetoden som innebar :
i (i)  Frilaggning av hela fackverket for bestdmning av stodreaktionerna. ,
i (i)  Frilaggning av l&mplig knutpunkt (knutpunkter) for bestdémning av i
i efterfragade stangkrafter. '
b) Snittmetoden som innebar :
| (1)  Frilaggning av hela fackverket for bestamning av stédreaktionerna. i
i (i) Frilaggning av en del av fackverket genom att snitta lampliga stanger. '
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Val av kraftkomponenter
Nar man vid frilaggning skall valja referensriktningar for kraftkomponenter sa ar
valfriheten ganska stor. Dock skall man beakta féljande:
e Yttre, anbringade krafter bor fa samma referensriktningar som anges i
forutsattningarna for problemet.
¢ Reaktionskraftkomponenter kan ges godtyckliga referensriktningar dock bor
man vid kontakter med friktion vélja normalkraftkomponenten vinkelrat mot
kontaktytan och friktionskraftkomponenten vinkelrét mot normalkraften.

e Om tva kroppar @, och@®,, ar i kontakt och man frilagger @, och infor
reaktionskraften R fran @, pd B,. Om man darefter frilagger @, sa skall

man infora reaktionskraften —R fran @, pd B,, enligt lagen om verkan och
motverkan.

En ett ramverk (a frame) ar en mekanisk struktur som bestar av stela, latta, ej nddvéandigtvis raka,
balkelement som fdrenas med friktionsfria (glatta) leder. Foreningen behover ej ske i balkarnas
andpunkter och den yttre lasten ar ej nédvandigtvis anbringad i balkarnas andpunkter. En balk i ett
ramverk kan saledes, till skillnad fran en stang i ett fackverk, belastas inne pa balkelementet. Ett
ramverk ar saledes en nagot mera komplicerad struktur &n ett fackverk.

Exempel 3.3: Ett ramverk, enligt nedanstdende figur, belastas med en tyngd med massan
m = 400kg . Det antas att hjulen vid D och F &r friktionsfritt lagrat pa sina axlar. Hjulet vid F har

radien r =0.5m . Bestdm de krafter som verkar mellan balkelementen i punkterna A, B, C, D, E och
F. Tyngdaccelerationen g = 9.81ms*.

< m 2w -

—-1T1*A | i
! I |
1.5m ' lg

—-Hedp 400 kg

Figur 3.11 Belastat ramverk.

Losning: Vi borjar med att friligga hela ramverket for bestdmning av stodreaktionerna i punkterna A
och D. In for tyngdkraften mg och stodreaktionerna stodreaktionerna: H,, ¥V, och H,, V. Vi

frilagger samtidigt hjulet vid D for att bestimma kraftkomponenten ¥,. Denna analys ger en
forklaring till varfor tangentiella kraftkomponenter vid hjulférsedda stod kan sattas till noll.
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K—»

>

<
>

: T F@
(o
H D ;
&
TVD Ve

Figur 3.12 Frilagt ramverk.
Jamvikt for hjulet medfor (a &r hjulets radie)

DY -V a=0=V, =0

Jamvikt for ramverket (med V, =0, H, >0):
(>): H, +H, =0, (N: V,-mg=0, “A H_5-mg5.5=0

Detta ekvationssystem har l6sningen

H, =4.32kN, H, =—4.32kN , V, = 3.92kN

Vi frilagger nu ramverkets fem delar. B, B,, B,, B, och B,. Se figur nedan!

mg

\/

Figur 3.13 Frilagda delar i ramverket.
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Vi infor reaktionskrafter Hg, Vg, He, Vo, He, Ve, He, Vi och spannkraften i linan S, och S, .
(med S,,S, 20). Jamvikt for delkropp @, medfor:

(=) Hy+S,+H +H. +H, =0, (T): V, +V, +V, =0
B H, -3+ H, 15-8,-05-H,-2=0
Jamvikt for delkropp B, medfor:
(5): —Ho+H. =0, (MN: V. +V, =0, € —H,-1.5+V,-3=0
Jamvikt for delkropp 3, medfor:
(5): —Hy —Hg —H. =0, (1): -V, -V, -V, =0, "E:V,-3-V, .2=0

Jamvikt for delkropp B, medfor:

(=) =S,+H. =0, (1): V. -S, =0, 981-0.5—82 :0.5=0
Jamvikt for delkropp 3, medfor:
(M:S,-mg=0
De bada dvriga jamviktsekvationerna ar identisk uppfyllda for denna delkropp. Sammanfattningsvis

har vi sledes tio obekanta och hela tretton ekvationer. Om vi anvander ekvationerna som hor till
frilaggningen av delkropparna ®,, B,, B, och B, sa erhaller man ett ekvationssystem med 10

ekvationer. Detta har en entydig 16sning, ndmligen:

Hy,=9.15kN, V,=2.62kN, H.=-13.08kN, V.=-654kN, H_=-13.08kN,
V. =—6.54kN , H. =3.92kN , V. =3.92kN och S, =S, =3.92kN

Man kan nu anvanda ekvationerna for kropp B, som ett test pa att man raknat ratt. Man kontrollerar
att med ovanstdende I6sning sa ar jamviktsekvationerna fér kropp 3, uppfyllda.
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Sammanfattning ramverk

En ett ramverk bestar av stela, latta, ej nddvandigtvis raka, balkelement som forenas
med friktionsfria (glatta) leder. Foreningen behdver ej ske i balkarnas andpunkter och
den yttre lasten ar ej nddvandigtvis anbringad i balkarnas andpunkter. Ett ramverk
analyseras genom

Q) Frilaggning av hela fackverket for bestimning av stédreaktionerna.

(i) Frilaggning av delkroppar for bestdmning av inre reaktionskrafter.

(iii) Ldsning av jamviktsekvationerna.

(iv) Kontroll av 16sningen till ekvationssystemet. Utfors pa den ’sista
delkroppen’.
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