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Sammanfattning av Forelasning i

Svangningsrorelse
(FMEA10)

Svangningsrorelse, fria odampade svangningar (12.1-12.3)

Partikelpendeln (Den matematiska pendeln): En partikel P med massan m ar
fastad i sin ena dnde pa en latt, fullkomligt bojlig lina, med langden L, som, i sin andra énde,
ar fastad i en fix punkt O. Pendeln tillats svanga i ett vertikalplan och paverkas da av
tyngdkraften. Eventuella krafter fran den omgivande luften forsummas. Frilagg partikeln P,
infor de yttre krafterna spannkraften i linan: S =e, (-S) och tyngdkraften: mg. Om vi

forutsatter att linan inte kan ta tryckkrafter sa maste S >0.

O O
|
L~

O P:m

Figur 1.1 Partikelpendeln.

Vi infér plan-poléra koordinater (r,9). Da géller att r=r,, =e,r och darmed erhalles
hastigheten v=r=¢ f+¢é r=e r+e,rd =e,L0 eftersom r=L &r en konstant, d vs L=0.
Foljaktligen blir accelerationen

a=v=eg,L6+¢,L0=¢ (-LO")+e,LO (1.1)
Kraftekvationen ger villkoret:

S+mg=am (1.2)
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vilket &r ekvivalent med

(r—led): —S+mgcosd =-mLé? (1.3)
(@—led): —mgsind=mLé (1.4)

Ekvation (1.4) kan skrivas
O+w’sin@=0 dar cof:% (1.5)

Detta ar en ordindr differentialekvation av andra ordningen. En l6sning till
differentialekvationen ges av en funktion  =6(t) som satisfierar (1.5). For att I6sningen

skall vara entydig krévs att begynnelsedata féreskrivs

0(0)=6,, 6(0)=6, (1.6)

dar €, och @, ar givna konstanter (begynnelsevarden). Observera att O(t) = 6, ar en lésning

till (1.5) med begynnelse data 6, =0 och &, =0. Detta svarar mot den statiska jamvikts-
I6sningen da pendeln héanger rakt ned och ar i vila.

Né&r pendelns rorelse 8 =0(t) ar kand kan vi bestdamma spéannkraften i linan S genom att
utnyttja (1.3), dvs.

S = S(t) = mg cos A(t) + mlo(t)? (1.7)

Uppgift 1.1: Visa att begynnelsedata 8, = 7 och 90 =0 svara mot en statisk jamviktslosning.
Vad géller for da for spannkraften?

For att losa differentialekvationen (1.5) multiplicerar vi ekvationens béda led med &,
enligt

12
00+’ 0sinf=0 < %(%—a)nz cosd) =0

och detta ar ekvivalent med

0 2 12
%—a)ﬁ cos4(t) :%O—a)n2 cos 6, (1.8)

dvs. vi har nu erhallit en differentialekvation av forsta ordningen. Den &ar emellertid olinjar
och dess ldsning kan inte uttryckas i elementdra funktioner (som tex. polynom och
trigonometriska funktioner). Losningarna kan uttryckas i sakallade elliptiska funktioner men
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vi kommer inte att ga in pa detta har utan nojer oss med att konstatera att svangningstiden,
dvs. tiden for en fullbordad svangningsrérelse (period), da #(0) = 6, och 0(0)=0, ges av

6> 116¢
=7(0)=7. (L+ 2> +—> + . 1.9
T=7(6) =1,( 6 3072 ) (1.9)
dar r, =—, o, = 9
) L

0 18 36 54 72 90 108 126 144 162 180
o

Figur 1.2 Svangningstiden 7 for en matematisk pendel
som funktion av utslagsvinkeln o

Sma svangningar (vibrationer): | tekniska tillampningar ar man ofta intresserad av sma
svangningar, dvs. svangningar med liten amplitud, kring ett statiskt jamviktslage. Om vi i
fallet partikelpendeln betraktar sma svangningar (sma vinkelutslag) kring det statiska
jamviktslaget 6 =0 kan vi utnyttja Maclaurins formel ("Endim.” sid. 414) for sinus-
funktionen, dvs.

3 5
sin0:6—9—+9——...
31 5l

For "sma” @ har vi saledes approximationen sin@=6 och vi kan ersitta differential-
ekvationen (1.5) med

0+w’0=0 (1.10)

Detta utgor standardformen for den differentialekvation som matematiskt beskriver fria
odampade sma svangningar. Lésningar € = 4(t) till (1.10) kan sdgas utgdra approximationer

till l6sningar till (1.5) om vinkeln & &r tillrackligt liten. For vilka vinklar galler

.. . . . . sind . .
approximationen sin@ = 6 ? | nedanstaende figur visas kvoten v som funktion av @ i

intervallet 0" <@ <45 . Som framgar av figuren sa &r approximationen god i intervallet
0" <6 <15 och hyfsad i intervallet 15" <9 <45".
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Figur 1.3 % som funktion av &

Sma pendelsvangningar ges nu av differentialekvationen (1.10) med begynnelsedata enligt
(1.6). Hur léser man detta? Vi provar med en anséttning i form av en linedrkombination av
harmoniska funktioner (dvs. sinus och cosinus). Ansats: O(t) = Asinwt+Bcoswt dar

A,B och @ ar konstanter som skall bestimmas sa att (1.10) och (1.6) ar uppfyllda. Vi
deriverar den ansatta lsningen en gang

0(t) = Awcos wt — Bwsin ot

och en gang till
0(t) = —Aw’ sin wt — B’ cos ot = —w?0(t)
detta insatt i (1.10) ger
O(t) + w? O(t) = (0 — 0*)O(t) =0
Om vi nu antar att @(t) inte ar identiskt lika med noll (dvs. jamviktslosningen) sa foljer att
o' -0’ =0 o="1o,

Den ansatta I6sningen kan da skrivas

O(t) = Asinw,t+ Bcosa, t
och med utnyttjande av begynnelsedata (1.6) erhalles

0

0(0)=B=6,, 0(0)=Aw, =0, = A="C
a)n
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och vi har l8sningen:

e(t):ﬂsin o,t+6,cosw,t =asin(o,t+ @) (1.11)
0]

n

dar, om &, >0 (se "Endim.” sid. 106)

arctan(%), 6, >0
90

a=,/(i)2+002, p=1=, 6,=0 (1.12)
, 2

arctan(%) +7, 6,<0
90

dar a bendmnes svéngningens amplitud, @, dess egenvinkelfrekvens (naturliga vinkel-
frekvens) och ¢ dess fasvinkel. Svdngningens egensvangningstid och egenfrekvens ges av

rn=2—ﬂ och fn=i=&
w, T, 27

Exempel 1.1: Antag L=1.0m och g=9.8lms™? . Detta ger o, =3.13rads™ . med
begynnelsedata 6, = 20" och 6, =80"s™ erhlles rérelsen enligt nedanstéende figur.

40

20

t
Figur 1.4 Pendelsvangning med vinkeln & i grader.
Uppqift 1.2: Bestdm egensvangningstiden for rérelsen i Exempel 1.1 ovan.
Fjader-massa system: Hur fungerar en fjader? Jo, den kraft som kravs for att trycka i

hop (eller stracka ut) fjadern ar proportionell mot hoptryckningen (respektive utstrack-
ningen), dvs.
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F, =kal (1.13)

dar F, ar fjaderkraften, Al =1-1, &r fjaderns langdandring, | &r fjaderns aktuella langd vid
belastning med kraften F, , |, ar fjaderns ospanda (obelastade) langd och k é&r fjader-

konstanten som representerar ett matt pa fjaderns styvhet. Ekvation (1.13) definierar en sa-
kallad linjart elastisk fjader.

Vi studerar nu foljande problem. En vagn med massan m kan rora sig utan motstand pa ett
horisontellt underlag (den rullar 1att). Vagnen ar kopplad till en linjart elastisk fjader med
fjaderkonstanten k och den ospénda langden 1,. Frilagg vagnen! Infor fjaderkraften F, ,

tyngdkraften mg och normalkrafterna N,, N, . Infor lageskoordinaten z .

m

Q  Q (ONNO)

Figur 1.5 Fjader-massa system.

Kraftekvationen:

(=) -F, =Im (1.14)
dar F, =k(z—-1,) . Detta ger differentialekvationen (z fjaderns aktuella langd)

—k(z-1,)=iIm (1.15)
Infor variabeln x=z—-1,, dvs. x &r fjaderns forlangning. Da kan (1.15) skrivas

k
X+ 0’x=0, o = (1.16)

dar vi utnyttjat att 7= X. Begynnelsedata horande till (1.16) ges av
X(0)=x,, X(0)=v, (1.17)

Vi kan konstatera att ekvationerna (1.16)-(1.17) har samma matematiska form som
ekvationerna (1.10), (1.6) i fallet med partikelpendeln och losningarna maste darfér ha
samma form.

Uppaift 1.3: Skriv upp lésningen till (1.16)-(1.17).



Mekanik
2012

Genom att anvanda energiekvationen kan vi erhalla en alternativ harledning av ekvation
(1.16). Systemets mekaniska energi

E= %mXZ + %kx2 (1.18)

W_/ %,—J )
kinetisk energi  elastisk energi

Enligt effektlagen géller E =P déar P ar effekten av ovriga krafter, (forutom fjaderkraften),
som verkar pa vagnen, dvs. enligt figur 1.5 tyngdkraften och normalkrafterna. Dessa krafter
ar emellertid vinkelrata mot vagnens hastighet och darfor effektlosa. Saledes galler att P =0
och dérmed

E =i(1m>'(2 +1kx2) ~ L oxws Lroxx = x(mx+kx)=0
dt 2 2 2 2

Séledes, om x =0 sa foljer att mx+kx =0 vilket ar rérelseekvationen for vagnen.

Sammanfattning (Fria, oddmpade svangningar)
i+wx=0
x()=x,, x(0)=v,

x(t)=asin(w, + @)

@ X
arctan(——1), v, > ()
Vo
Vo2, 2 4l
u:\](m )y +Xx,, p= > v, =0
i =
®,X
arctan(—>)+ 7, v, <0
Vy

Fria dampade svangningar (12.4)

Den dampade partikelpendeln: (Detta avsnitt kan éverhoppas) Vi studerar ater
partikelpendeln men antar nu att linan ar utbytt mot en latt, stel stdng med langden L.

7
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Dessutom verkar ett bromsande friktionsmoment M, fran lagringen i O pa stangen. Vi

frilagger hela pendeln, dvs. partikel + stang och infor det system av yttre krafter och moment
som verkar pa pendeln.

0
0
gl H

0

P;m

mg

Figur 2.1

I punkten O angriper reaktionskraftskomponenterna V,H samt friktionsmomentet M, .
Tyngkraften mg angriper partikeln eftersom stangen betraktas som latt.

Momentekvationen: M, =H, dar H, = I fop XVpdm, =, xVom=g Lxe,LOm=e,mL?0
B

N

0: -M, —mgLsin49:%(mL26'?)=mL26'5c>mL29'+Mf +mgLsind=0 (2.1)

Vi antar nu att det bromsande momentet M, ges av
M, =c6 (2.2)

dar c [Nms rad ‘1} ar en positiv konstant, den sakallade dampningskonstanten. Motstandet, i

form av momentet M, &r sdledes proportionellt mot pendelns vinkelhastighet och motriktat

rorelsen, se figuren ovan! Man brukar bendamna ett rérelsemotstand av denna typ viskost.
Ekvation (2.1) kan nu skrivas

mL20+cO+mgLsingd =0 (2.3)
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Vi noterar att 9=6(t)=0 ar aven i detta fall en l6sning till (2.3), den sakallade
jamviktslosningen. Vi betraktar sma svangningar kring jamviktslosningen och utnyttjar
approximationen sin @ = @ . Detta ger oss rorelseekvationen

mL%0 +cO+mgLO=0 (2.4)
eller
§+—6+020=0 2.5)
mL

dar @’ =%. Vi infor nu dampningsfaktorn (den relativa dampningen) ¢ (grekiskt ~zata™)

definierad av

c c
= = 2.6
¢ 20,mL°  2m,/gl® (29

Dé&mpningsfaktorn £ &r en icke-negativ, dimensionslos storhet. Rorelseekvationen (2.5) kan
nu skrivas

0+2lw, 0+w’0=0 (2.7)

Detta utgor standardformen for den differentialekvation som matematiskt beskriver fria
dampade svangningar.

Uppaift 2.1: Harled (2.1) genom att utgé fran Effektlagen, E = P. Formulera d& effekten for
det bromsande momentet M !

Fjader-massa-dampare system: Férutom fjadern s har en viskds dampare kopplats
till vagnen enligt figuren nedan. Den viskdsa damparen ger upphov till en dampkraft F,

definierad enligt

F, =cX (2.8)

dar ddmpningskonstanten c [Nsm‘l} Vi viljer en lageskoordinat x sa att x =0 svarar mot

ospand fjader. Da erhalles

Kraftekvationen:
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(—): —F,—F, =xm (2.9)

Med utnyttjande av (2.8) och F, =—kx erhalles, i kombination med (2.9), rérelseekvationen

X+20 @, X+ & x=0 (2.10)
dar

c C

Koo
" om’ _2a)nm_2,/km

(2.11)

| X ‘
- F, |
: N
— G
/‘vAvAvAvAvAvA\ " <!~_
k R / 0 O O ! O O

Figur 2.2

Hur l6ser man differentialekvationen (2.10)?

Uppgift 2.2: Kan den tidigare ansatsen x(t) = Asin wt + B coswt komma ifrdga som I6sning?
Proval!

Enligt "Endim.” sid 378 Sats 2 géller foljande (vi anvander A i stallet for r som
variabel):

Lat 4, och A, vara nollstallen (i allmanhet komplexa, dvs 4,4, € C) till det karakteristiska
polynomet

P() =22 +2l o, A+ (2.12)
Da ges samtliga losningar till (2.10) av

x(t) =C,e™" +C,e™", om A # 4, (2.13)

och av

X(t) = (C,t+C,)e™", om A, =4, (2.14)

10
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dar C,,C, e C. Nollstallena till karateristiska polynomet ges av (i* =-1)

" :{(—gii\/l—g Yo =~ (o, +io, if 0<¢ <1 215

(¢ +CP Do, if ¢>1

déar

o, =0 1-¢%, <1 (2.16)

Vinkelfrekvensen o, benamnes den dampade egenvinkelfrekvensen. Ldésningarna (2.13)-
(2.14) kan da skrivas

e,(ungt (C1 ei”"t + Cz e—iwdt) om é/ < 1
x(t) = g ndt (C,t+C,) om ¢ =1 (2.17)
gt (Cl e We- + C2 g “n (\/z)t) om ¢ >1

Vi ar enbart intresserade av reella losningar. Dessa astadkommes om vi i (2.17); véljer
C,” =C, (komplext konjugerade) och om vi i (2.17),, valjer C, och C, reella. Ldsningarna
ges da av

e '(A cosm,t+Asina,t) om ¢ <1

X(t)=1e ' (At+A) om ¢ =1 (2.18)
e—wngt(Ale(un(\/m)t +Aze—a)n(\/z)t) om ¢>1

dar A, A, e R. Vi ser att karaktaren hos l6sningarna beror kritiskt pa relativa dampningen
¢ . Vi har foljande fall:

Q) 0<¢ <1, svag dampning. Rorelsen ges av en dampad oscillerande 16sning enligt
(2.18); ovan.

(i) ¢ =1, kritisk ddmpning. Rorelsen ges av en dampad 16sning enligt (2.18),.

(ili)) ¢ >1, stark ddmpning. Rorelsen ges av en dampad 16sning enligt (2.18)s.

Vi noterar att £ =0 svarar mot oddmpat system. Antag svag dampning (0<¢ <1) och
begynnelsedata enligt (1.17). Av (2.18), foljer att

X0)=A =%, X0)=—CaoA+Aa,=\, (2.19)

Detta ger

A =X A==l +C0%) (2.20)

11
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och lésningen

oD%

X(t) = e ' (x, coswdt+V° sinw, t) (2.21)

Wy
vilket representerar en dampad oscillerande rorelse med vinkelfrekvensen @, . Observera att
o, < w, dvs. den ddmpade svangningsrorelsen svanger langsammare an den oddmpade. Den

dampade svangningens periodtid, z,, ges av

2r T
P (2.22)
2
@y 1-¢
1
§=0146, w =54.185
05 x, =1 v =0
%Wt o
-05
-1
0 01 0.2 03 0.4 05

t

Figur 2.3 Svagt ddmpad svangning.

Uppgift 2.3: Skriv losningen (2.21) pa formen

X(t) = ae™*'sin(w, t + @) (2.23)
dvs. bestdm a och ¢!

| foljande grafer ges exempel pa kritisk och stark dampning.

12
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4 = B = 72 -

. ¢=1 |o,=4772 £ =146, o, =54.772

) 0.8 -
x, =1, v,=0 x =1 v =0

0.6 0.6

X(t.Q) X(t.0)

04 T s

0.2 0.2

0 0

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

Figur 2.4 Kritisk och stark ddmpning.

Hur bestdmmer man dampningsfaktorn ¢ for ett svag ddmpat system. Antag att vi har
tillgang till tidsforloppet x = x(t), antingen genom en direkt méatning pa systemet eller genom
en simulering i en modell av systemet, t.ex. i ADAMS. Se figuren nedan!

—4

o ! 02 0.4 0.6 0.8 1
. .
L t {,

Figur 2.4 Matning av relativa ddmpningen.

Vilj tva tidpunkter t, och t, dar t, —t, =kz,, k=1,2,3.... Om vi utnyttjar (2.23) erhalles

X, = X(t,) =ae"*"sin(w,t, + @), X, =X(t,) =ae " sin(a,t, + @) (2.24)

Detta ger
X1 _ gon et sin(a,t, + @) _ etk sin(aw,t, + @) _ ke sin(aw,t, + @) _
X, sin(a,t, + @) sin(a,t, + o,Kzy + @) sin(aw,t, + @ +k2r)

=g (2.25)

13
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Detta ger

def
seinX_ e, =22 (2.26)

kX 1-¢?

dar & ar det sakallade logaritmiska dekrementet. Detta kan bestimmas genom matningar i
grafen for x = x(t) . Ur (2.26) kan vi 16sa ddmpningsfaktorn som funktion av det logaritmiska

dekrementet,

Exempel 2.1 Ur figur 2.4 ovan avléser vi k=6, x, =2.9, x, =0.44. Detta ger ¢ =0.314
och darmed £ =0.05.

Sammanfattning (Fria, svagt dampade svangningar, 0 <¢ < 1)
¥+2lo x+o x=0

x(0)=x,, x(0)=v,

i

i,

x(1) = ae 'sin(@, 1 + @)

@, X
arctan(———"2—), v, +C®,x, >0
1|."” + gﬁ)fr 'YH

l\)|k‘

Yy + ‘:(")n Xy = 0
I U{ /

, v, +C@ x,
a:\/'\}"_{_(M)' , Q=

®, X
arctan(—————)+ 7, v,+{w,x, <0
v, +{o, x,

Patvingade svangningar (12.5)

En maskin med massan m &r uppstélld pa ett fixt fundament via ett fjader-dampar system
enligt nedanstaende figur. Maskinen paverkas, forutom av tyngdkraften, av en yttre kraft
F =F(t) . Bestdim maskinens rorelse! Vi frildagger maskinen och infor yttre krafter:

Fjaderkraften F,, dampkraften F,, tyngdkraften mg och den yttre padrivande kraften F .

14
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____“___ u G
m - a m

Figur 3.1 Maskin pa fjader-dampar-system

Kraftekvationen:

(T): -F,-F, -mg+F=m? (3.1)

dar F, =cz, F, =k(1-1,), dér fjaderns aktuella langd | =z—a. Séledes F, =k(z—a-1,).
Detta ger rorelseekvationen:

mZ+cz+kz+mg-k(a+l,)=F (3.2)

Jamviktslaget z =1z, da F(t) =0 (ingen yttre last) uppfyller, enligt (3.2) ekvationen

kzo+mg—k(a+lo):0:zo=a+lo—% (3.3)

Vi infor nu koordinaten x=z-z,, dvs. x ar forskjutningen av maskinen fran jamviktslaget.
Ekvation (3.2) kan da skrivas

N . Cc. k
mX+cX+kx=F & X+—X+—Xx=

— (3.4)
m m m
detta kan skrivas pa normalformen
y . 2 F
X+28 o, X+ @ X =— (3.5)
m
k : —_ . :
dar o’ =—, ¢ = . Vi antar nu att den yttre padrivande kraften ar harmonisk, dvs.
m @, M

15
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F =F,sinwt (3.6)

dar F,, kraftens amplitud, och @, kraftens vinkelfrekvens, &r givna konstanter. Observera att
@ har inget med egenvinkelfrekvensen @, att gora! Ekvationen (3.5) kan nu skrivas

F .
X+2¢ 0, X+ @ X :Hosm wt (3.7)

Den allmanna I6sningen till (3.7) kan skrivas x(t) = x, (t) +x, (t) dar x, = x, (t) ar en losning
till den homogena differentialekvationen

X +2L @ % +o'x =0 (3.8)
dvs. x, =X, (t) &r en fri svangning (F =0) som, for fallet svag dampning (0 < ¢ <1), kan

skrivas x,(t) = ae"*'sin(@,t+¢) . Funktionen X, =X, (t) & en sakallad partikularlsning
till differentialekvationen (3.7), en (ndgon) funktion som satisfierar (3.7), dvs.

F .
o . 2
X, +25 o, X, + o)X, =H°sm ot (3.9)

For att hitta en l16sning till denna differentialekvation “komplexifierar” vi problemet genom
att skriva den yttre padrivande kraften pa formen

F(t) = F,e'" = F,(cos wt +isin wt) (3.10)
och studera differentialekvationen

X, +28 o, X, + i X, = %e‘”ﬁ (3.11)

Vi kommer da att erhalla en complex-vard 16sning X, =X, (t) . Den sokta reella 16sningen fas
da som imaginardelen av x,. Vi ansétter

X, =X, (t) = Xe (3.12)

dar X &r ett komplext tal som vi skall bestimma sa att (3.12) blir en lésning till (3.11).
Inséttning av (3.12) i (3.11) ger, dd %, =iwXe'* och X, =-w’Xe"™,

o —0® +i2f 0w ) Xe't = e (3.13)
( n é’ n

16
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Av detta foljer, om ¢ >0, att

=

0

X = m 3.14
0’ — " +i2{ wo, (314)

Observera att ndmnaren i (3.14) ar lika med p(iw) dar p= p(1) ar det karakteristiska
polynomet definierat i (2.12). En (komplex) partikularl6sning till (3.11) ges da av

F
O o} — o’ +i2{ ww, (3.19)

Den statiska jamviktslosningen till (3.11) som svarar mot en konstant yttre kraft F(t) = F, fas
som ett specialfall av (3.15) genom att séitta @ =0, dvs.

X :—2=% (316)

Vi kan da skriva

2
w i 1
X (t) = n X, "=
@ -0’ +i2¢om, 1- (2 vioe @
, 1)

n

ot

ei(z)t _ 1

X = X...©
1-0°+i2¢0 ™

stat

(3.17)
dar frekvenskvoten @ =-<-. Om vi skriver namnaren i (3.17) pa polar form
a)n
1—92+i2§¢9:\/(1—92)2+4§202 e" (3.18)
dar vinkelargumentet (fasvinkeln) ¢ ges av
arctan(lzg—;), 0<o<1
¢=¢(0,0) = _4“9 (3.19)
arctan(1 7 Y+7x, 6>1

kan (3.17) nu skrivas
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F i(wt—
X, (t) = TO M g'(“9 (3.20)

dar M =M (6,¢) ar den sakallade férstoringsfaktorn definierad av

M (0,) = ! 020 (3.21)

JA-6%) +4£%6°

Om vi nu tar imaginardelen av (3.20) erhalles en partikularlésning till differentialekvationen
(3.7). Denna brukar kallas den av F patvingade svangningen hos systemet,

X, () :%M sin(wt — @) (3.22)

Observera att den patvingade svangningen har samma frekvens som den yttre padrivande
kraften F . Svangningen “gar i takt” med kraften. Amplituden ges av den statiska
jamviktslosningen multiplicerad med forstoringsfaktorn. Den allménna l6sningen till
differentialekvationen (3.20) kan da skrivas

X(t) = X, () + X, (t) = ae™“'sin( @, t + ) +% M sin(wt — ) (3.23)

egensvangning

pétvingad svangning

Den forsta delen av ldsningen representerar systemets egensvéngning och den andra delen
den patvingade svangningen. Dessa svanger med frekvenserna @, respektive @ och
svangningen blir darmed nagot oregelbunden till att borja med, se figuren nedan! Ibland
kallas denna del av rorelsen for den transienta delen. Losningen innehaller tva godtyckliga
konstanter a och ¢ som kan anpassas till begynnelsedata. Observera att dven om
x(0)=x, =0, %x(0)=v,=0 sa kommer bidrag frdn egensvangningen att finns med i
I6sningen. Egensvéangningen dampas ut via exponential-funktionen och blir efter en viss tid
forsumbar. Efter denna tid domineras losningen av den patvingade svangningen och denna
del brukar benamnas fortfarighetstillstand. Se figuren nedan!

Vad hander med lésningen (3.23) om dampningen ar lika med noll, dvs. om ¢ =07 Vi far da
I6sningen

X(t) = asin(a)nt+go)+%M sin(wt — @) (3.24)

dar forstoringsfaktorn M ges av

%, 00 (3.25)

I\/I(‘9)2|1—¢9|
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och fasvinkeln ¢ :% vilket ger I6sningen

X(t) :asin(wnt+go)—%#coswt (3.26)

r-e]

Observera att i detta fall har vi inget transientforlopp. Egensvéngningarna ar odampade och
bidrar fullt ut som en del av lésningen for alla tider. Notera ocksa att nar & — 1, dvs. nar
® — w, sa géller att x(t) — oo for alla tider. Detta fenomen bendmnes resonans.

0.11
X(t)
—

0 023 046 069 092 115 138 161 184 206 229
| t

Transientforlopp Fortfarighetstillstand

Figur 3.2 Den patvingade svangningen.

For forstoringsfaktorn M =M (6,¢) galler, enligt (3.21), att M (0,¢£) =1 for alla £ >0

och Lim M(0,¢)=0 foralla £ >0. Om 0< ¢ <i sa har forstoringsfaktorn ett maxvarde

2

M, somantas for & =6, =/1-2£? . Motsvarande vinkelfrekvens

Oy, = 0, 1- 27 (3.27)

kallas resonansvinkelfrekvensen. Vid denna frekvens ar saledes forstoringsfaktorn som storst

R 1
under forutsattning att 0< ¢ <—.
d \2

1

M max — M (eres , é’) = (328)
20J1-¢
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Om gz% s ar M =M(6,¢) en monotont avtagande funktion av 6 , dvs

M, =M(@,5)=1. 1 figuren nedan visas grafer for forstoringsfaktorn for de relativa
dampningarna £ =0.05, £ =0.1 och ¢ =0.72, respektive.

10

M(0,0.05) 6

M(0,0.1)

M(0,0.72)

forstoringsfaktor

Figur 3.3 Forstoringsfaktorn.

Vi konstaterar att  =0.05=>M_, =10, {=01=>M_,=50ch {=072=>M_,=1. Se
figuren ovan.

Vi kan nu identifiera tre viktiga frekvenser som hor till ett svangande system:

@, (naturlig) egenvinkelfrekvens

w, = w,\J1-¢? . dampad egenvinkelfrekvens
o, = w,+\J1-2¢% : resonansegenvinkelfrekvens

=~ Vv

Om ¢ < 1sadgéller o, =w, =w, och M, ;%
For fasforskjutningen ¢ =¢(0,<¢) géller, enligt (3.19), #(0,£)=0 for alla £>0,
#(1,8) :% foralla £ >0 och gim #(0,¢)=r foralla £ >0. | figuren nedan visas grafer for

fasforskjutningen for de relativa ddmpningarna ¢ =0.05, ¢ =0.1 och £ =0.72, respektive.
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ﬂ
Q
Q.

(0,0.72) 14

<

fasforskjutning [

1.05 ||

0.7

0.35

0

0

Figur 3.4 Fasvinkeln.

Exempel 3.1 Den patvingade svangningen ges av

X, (t) = % M sin(wt — @)

Med forutsattningarna m =1.0kg , k =3000Nm™, £ =0.05, F, =500N , @ =30rads™
erhdlles w, =54.7rads™ och darmed 6 =0.55. I nedanstdende figur visas de patvingade
svangningarna for @ =30rads™ och @ = w, =54.6rads™ = @, Svarande mot resonans. For

detta fall galler M __ =10.

max —

2 T T T T

(NN R T S-S T T O T S A A R

| | | |
0 0.5 1 15 2
t

Figur 3.5 Patvingad svangning.

Den loésning vi hittills studerat fungerar ej om ¢ =0 och =1, se (3.26). Hur ser da
I6sningen ut i detta fall?
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Uppgift 2.4: Visaattom ¢ =0 och w=w, sd ar
1F

X, (1) =—=-w,tcosw,t

=L ateoso,

den patvingade svangningen, dvs. en losning till (3.9). Notera att amplituden véaxer
proportionellt mot tiden och Over alla granser. Typiskt for resonans vid odédmpade
svangningar.

15
11.67

8.33

sz(t)

— 7167

-5

—8.33

—11.67

~15
0 0.46 0.92 1.38 1.84 2.29

t

Figur 3.6 Patvingad svangning i fallet £ =0 och w =, .

Uppaift 2.5: Studera Exempel 12.8 i Grundkursboken!
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Sammanfattning (Patvingade svangningar) 0 < ¢ </

. , k.
¥+20o,x+w,x =—"sin ot

m
l“ i . !
Do (2, ysin(or - g2, 0)), >0
k , o,
P
x, (1) =1 —————coswt, =0, v#o,
k )
I=( )
o,
——l(u”fcos wl, =0, o=0,
2k
dar
1
M(0.0) = — —, 020
JU-607Y +45°0°
och
240
arctan( ; gg_, ), 0<8<]
9=90.0)= y

-

arctan( 6 V+mx, O>1
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